Konspekt lekcji

(Kotko matematyczne, kotko przedsigbiorczos$ci)
Lukasz Godzina
Temat: Paradoks skapej wdowy. O procencie sktadanym ogolnie.
Czas lekcji 45 minut

Cele ogolne:
Uczen:

— Umie obliczy¢ procent sktadany z liczby,
— Potrafi obliczy¢ trudniejsze granice zwiazane z e.

Cele operacyjne:
Uczen
— Umie w przyblizeniu poda¢ wartos¢ statej Eulera,
— Oblicza ztozone granice,
— Umie przeksztalci¢ funkcj¢ wyktadnicza na funkcje logarytmiczna,
— Stosuje poznane wzory w trudniejszych zadaniach,
— Doskonali umiejetno$ci korzystania z kalkulatora matematycznego lub tablic
matematycznych,
— Uswiadamia sobie istotno$¢ czasu i oprocentowania dla funkcji oszczedzania.
— Poznaje dodatkowe wzory przydatne przy dziataniach na logarytmach.

Zasady nauczania:
— Swiadomego i aktywnego udziatu ucznia w procesie nauczania i uczenia sie,
— Przystepnosci,
— Wiazania teorii z praktyka,
— Systematycznosci.

Metody pracy:
— Pogadanka dyskusja,
— Metoda poszukujaca,
— Eksponujaca interdyscyplinarno$¢ matematyki (oraz jej pigkno).

Formy pracy
— Praca w zespole klasowym,
— Praca samodzielna.

Srodki pracy
— Kartki z zadaniami,
— Rzutnik cyfrowy (ewentualna prezentacja rozwiazan z zal. 2.).



Wprowadzenie

N: Prosi o przypomnienie wzoru na procent sktadany, definicj¢ logarytmu, granicy, oraz sam
podaje przyktady obliczenia logarytméw i granic.

U: Przypominaja wzor, definicj¢ oraz podaja przyktady.

N: Pogadanka na temat istotnos$ci oszczedzania, oraz sposobéw na powigkszenie
efektywnosci oszczedzania.

U: Odpowiadaja, dlaczego warto oszczedzaé. I jakie sa najpopularniejsze sposoby
oszczedzania.

Czes¢ glowna
N: Rozdaje kartki z zadaniami.
Zad 1. Paradoks skapej wdowy.
U: Uczniowie staraja si¢ samodzielnie rozwiazaé zaproponowane przez nauczyciela zadanie.
O ile nie byto wczesniej definicji funkcji e, nalezy pomdc uczniom w obliczeniu granicy.

N: Dyskutuje z uczniami istotg paradoksu.
U: Wyciagaja wnioski dotyczace paradoksu. Np. Mimo posiadanych intuicji praktyka mocno
rozmingla si¢ oczekiwaniami.

N: Zad 2. Skapa wdowa kontratakuje.
U: U juz samodzielnie rozwiazuja zadanie positkujac si¢ pomoca nauczyciela i rozwigzaniem
zad 1.

N: Dyskusja sposobu myslenia wdowy.
U: Uczniowie wyciagaja wnioski, np. intuicja, ze procent w banku musi by¢ jak najwigkszy
jest poprawna.

N: Zad 3. Czyzby wdowa zmadrzata?
U: Samodzielnie rozwiazuja zadanie positkujac si¢ wczes$niejszym rozwiazaniem (jest to
zadanie tylko pozornie trudniejsze niz poprzednie).

N: Dyskusja sposobu myslenia wdowy.
U: Uczniowie wyciagaja wnioski, np. ilo$¢ lat ma znaczacy wplyw na wysokos¢
zgromadzonego kapitatu.

N: Zad 4. Droga do miliona.
U: Samodzielnie rozwiazuja zadanie.

N: Dyskusja sposobu myslenia wdowy oraz sposobem rozwiazania zadania. Po rozwigzaniu
zadania podanie ciekawostki przez nauczyciela.

U: Uczniowie wyciagaja wnioski, np. im wyzszy procent tym wigkszy kapitat bedziemy
uzyskamy, przy zbyt niskich odsetkach zatozony cel moze sta¢ si¢ bardzo odlegty.

N: Zad 5. Droga do miliona.
U: Samodzielnie rozwiazuja zadanie.

N: Dyskusja sposobu myslenia wdowy oraz sposobem rozwiazania zadania.

U: Uczniowie wyciagaja wnioski, np. jezeli nie mamy mozliwos$ci regulacji odsetek,
pozostaje nam regulacja ilo$ci lat. Im wigcej lat bedzie dzialat nasz procent sktadany tym
wigkszy bedzie nasz kapitat.



Podsumowanie lekcji.

N: Podsumowuje lekcje ktadac szczegdlny nacisk na nowo poznane wzory potrzebne do
obliczania granic oraz zastosowanie matematyki do rozwiazywania problemow stricte
ekonomicznych.

U: Aktywnie uczestnicza w pogadance.

Praca domowa

W drodze do domu zaj$¢ do banku i1 zapyta¢ si¢ o oprocentowanie na koncie
oszczedno$ciowym. Czy przy nieskonczenie czgstej kapitalizacji uda si¢ z 1500 zt w krocej
niz 25 lat uzyska¢ 750 tys. z1? Porownaj kilka bankow. Sprawdz, jakie oprocentowanie byto
by wystarczajace.

Udowodnij tozsamo$¢ z ciekawostki 1 (wskazdéwka: skorzystaj ze wzoru na zamiang
podstawy logarytmu)



Zalqcznik 1 (Karta z zadaniami)

Zad 1 (Paradoks skapej wdowy)

Zyta sobie kiedy$ pewna bardzo skapa wdowa z kapitatem poczatkowym A. Wiedziala ona,
ze pienigdzy w skarpecie nie przybedzie, wigc postanowita, ze odda swoje oszczgdnosci do
banku. Ale to nie mogt by¢ zwykty bank! Nie dla chytrej wdowy, ktora tak dobrze zna
matematyke. Wdowa pomyslata: skoro znam wzor na procent sktadany i zalezy on tylko od
oprocentowania, ilo$ci lat oraz ilosci kapitalizacji oddam do takiego banku, gdzie te zmienne
sa jak najwigksze (oprocz ilosci lat — musi wystarczy¢ 1 rok). Chodzita, wige od banku do
banku szukajac odpowiedniego miejsca. Znalazta bank, w ktérym oprocentowanie wynosi
100%. Teraz pozostata kwestia wynegocjowania czgstotliwosci kapitalizacji w ciagu jednego
roku. Wdowa wynegocjowata najpierw kapitalizacjg co pot roku. Nastepnie co kwartal, dalej,
co miesiac, tydzien, dzien, godzing, minutg. Ostatecznie jej kapitat kapitalizowac¢ si¢ bedzie
tak czgsto jak czgsto kasjer moze wciskac enter. Wdowa wykrzykneta: TERAZ BEDE
BOGATA!! Czy wdowa rzeczywiscie dobrze znata si¢ na matematyce?

Zad 2 (Skapa wdowa kontratakuje)

Wdowa pomyslata sobie tak: skoro bank mnie oszukat to poszukam takiego, w ktorym jest
troszke mniejszy procent i kapitalizacja nieskonczenie czgsta w ciagu roku. No i znalazia taki
bank, w ktorym procent wynosit 80% wraz z odpowiadajaca jej kapitalizacja. Oddala w rece
bankieréw swoj kapitat, B 1 pozostalo jej tylko czeka¢. No ciekawe czy znowu uda im si¢
mnie oszukac!! — wykrzykngla na koniec.

Zad 3. (Czyzby wdowa zmadrzata?)

Oszukali mnie!! Jak mogli?? Teraz zostawig¢ moj kapitat C na kilka lat. Niech bedzie na 3 lata
w tym samym banku i na takich samych warunkach. Co powiecie teraz?! Czy wdowa
zmadrzata?

Zad 4. (Droga do miliona)

Wdowa zadowolona wykrzykneta — juz odkrytam potege procentu sktadanego!! Ciekawe na
ile lat muszg zostawi¢ 1 tys. zt, aby przy tych samych warunkach uzyska¢ milion ztotych? Po
ilu latach wdowa miataby milion gdyby odsetki byly bardziej realne tzn. np. 6%?

Zad 5 (Droga do miliona)
Przy jakich odsetkach wdowa z 1 tys. zt uzyska milion zlotych w ciagu 25 lat?



Zalqcznik 2 (rozwiqzania)

Rozwiazanie 1
Z warunkow zadania mamy:

Kapitat koncowy 4, ;... =4- (1 +—j gdzie n jest 1loscig kapitalizacji w ciagu roku, a licznik
n

utamka jest oprocentowaniem (100% = 1). Mozemy przyjac, ze liczba okreséw kapitalizacji
dazy do nieskonczonosci (w koncu nasza wdowa dlugo szukata odpowiedniego banku).
Zapiszmy, wige po raz kolejny nasz wzor, tym razem uzywajac ciagu. Skorzystajmy rowniez
z whasnosci granicy 1 obliczymy wartos¢ ciagu.

: 1y : 1Y
Akorion’co = llm A[1 + ;] =4 llm(l + ;j =4-e.

Dla przypomnienia: podany ciag zbiega do e. Statej Eulera bedacej czgsciej spotykana, jaka
podstawa logarytmu naturalnego. W przyblizeniu e wynosi 2, 7182818284. Wigc nasza
wdowa pomnozyta swdj kapital mniej niz trzykrotnie. Czy na pewno tego si¢
spodziewaliscie?

Odp. Wdowa nie znatla si¢ na matematyce tak dobrze jak sadzita. Uzyskata stope zwrotu ok.
272% kapitatu poczatkowego.

Rozwiazanie 2
Kapitat poczatkowy B
Odsetki r=80% = 0,8

Kapitat koncowy B, . ... = B[l + 0—’8j gdzie n jest iloScig kapitalizacji w ciggu roku. Znowu
n

mozemy przyjac, ze liczba okresow kapitalizacji dazy do nieskonczono$ci. Zapiszmy nasz
wzor 1 obliczmy warto$¢ kapitatu koncowego.

Bkmfion'cn = limB(l +07,8j = Blim(l + O;lgj = B ° 60’8 ~ 2,225540928 . B

Gdy pod znakiem ciagu zmienna (w tym przypadku 0,8) znajduje si¢ w liczniku, w granicy
znajdzie si¢ w wyktadniku potegi o podstawie e. A wigc ogolnie:

r n
imll+—| =¢€
hm( nj
Odp. Wdowa po raz kolejny nie spetnita swoich marzen odnos$nie kapitatu. Stopa zwrotu
226% kapitatu poczatkowego jest mniejsza niz w zadaniu 1.

Rozwigzanie 3
Kapitat poczatkowy C
Odsetki r = 80% = 0,8
[lo$¢ lat m =3

Analogicznie, jednak korzystajac juz z pelnego wzoru na procent sktadany:



n3 n 3
Ckoriarica = C(l + 0’8j = C[(l + O,Sj )
n n

Przyjmujac, Ze liczba okresow kapitalizacji dazy do nieskonczonos$ci otrzymujemy:

3 3 3
Ckoriorico = limC[[l +%J J = Clim((l + 0’8j ] = C{lim[l + O,8J ] =C- (60’8 )3 =
n—»0 n n—0 n n—o n

=C-e’" =C-e> ~4,211144101-C
Gdy dodatkowo nasz ciag mamy podniesiony do jakiej$ potggi (w tym przypadku o
wyktadniku 3) w wyniku otrzymujemy e podniesione do tej potegi. A wigc ogolnie:

lim(1+2] =

n—»o n

Odp. Wdowa wykazata wigcej rozsadku zostawiajac kapital na dluzszy czas. 421% Zwiazane
jest bezposrednio z okresem 3 lat poswigconych na czekanie.

Rozwiazanie 4

Kapital poczatkowy 1 tys. zt =1 000 zt =10°
Odsetki r = 80% = 0,8

[los¢ latm =3

10° :hmlo{(u o;lsj J ~10° lim{[Hofj J =103[lim(1+ Ol;gj J _10°- ()"

eO,Sm — E
10°
eO,gm — 103
In10° = 0,8m
3In10=0,8m
3In10
=m
0,8
6,907755279
mr——mmm7
0,8
m ~ 8,634694099

Odp. Wdowa przy tak duzych odsetkach juz po 8 latach

Przypadek dla odsetek r = 6% = 0,06. Tok myslenia analogiczny do pokazanego wyzej.

3In10
m =
0,06
. 6907755279
0,06

m~115,1292547



Odp. Juz po 116 latach (!!) od zalozenia takiej lokaty bedzie mozna méwic o niej:
,,Prawdziwa milionerka”

Ciekawostka 1
Zachodzi tozsamos¢:
loge-In10=1

Lub ogdlniej

log, x-log a=1
Ciekawostka 2
Zachodzi tozsamos¢:

alog_xb — blnga

Rozwiazanie 5

Kapital poczatkowy 1 tys. zt =1 000 zt =10°
Odsetki r

[los¢ lat m = 25

Analogiczne rozumowanie doprowadza do rownania:
e30r — 103
In10° =30~
3In10
=r
30
6,907755279
mr—————
30
m ~0,230258509
Odp. Oprocentowanie ok. 23 % pozwoli w ciagu 30 lat uzbiera¢ wdowie milion.
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